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Rysunek 1. Interferometr Fabry-Perota z wkle±ªymi lustrami -
buodwa wersji któr¡ b¦dziesz miaª do dyspozycji na pracowni.

CELEM �WICZENIA JEST:

1. Obserwacja modów poprzecznych i podªu»nych re-
zonatora optycznego z wkl¦sªymi lustrami

2. Obserwacja do±wiadczalna pªynnego przej±cia od
optyki promieni (fotony jako cz¡stki) do optyki fa-
lowej (mechanika falowa �ruchu� fotonów)

3. Zapoznanie z laserem diodowym

4. Pomiar wspóªczynnika rozszerzalno±ci termicznej
inwaru

Przed ¢wiczeniem wykonaj wszystkie polecenia Oblicz,
Wykonaj rysunek. Polecenia z * s¡ trudniejsze � opcjo-
nalne. Materiaª sekcji I-III jest niezb¦dny do wykona-
nia ¢wiczenia. Sekcje VI�VIII s¡ pomy±lane jako dodat-
kowe informacje, natomiast ostatnie dwie sekcje napisa-
ªem tylko jako przewodnik do samodzielnych oblicze« dla
bardziej teoretycznie zorientowanych studentów.

I. INTERFEROMETR FABRY-PÉROT

Interferometr skªada si¦ z dwóch identycznych luster
wkl¦sªych o promieniu krzywizny r = 100 mm, ustawio-
nych w odlegªo±ci L0 od siebie � oba s¡ doci±ni¦te do
rurki inwarowej. Lustra maja wielowarstwowe pokrycie
dielektryczne które wi¦kszo±¢ ±wiatªa odbija a maª¡ cz¦±¢
przepuszcza. W odró»nieniu od lustra srebrnego absorp-
cja ±wiatªa przez pokrycie jest minimalna.
Zadanie na pracowni. Przed zamocowaniem interfe-

rometru do stoªu optycznego we¹ go razem z uchwytem
do r¦ki (ostro»nie) i spojrzyj przez niego na lampk¦. Zo-
bacz te» jaki kolor ma ±wiatªo lampki odbite od zwier-
ciadªa interferometru. Co mo»esz powiedzie¢ o cha-

rakterystyce cz¦stotliwo±ciowej zwierciadeª na podsta-
wie swojego eksperymentu? Za pomoc¡ miernika mocy
zmierz wspóªczynnik odbicia R od lustra interferometru
oraz uªamek mocy jaka przechodzi przez dwa lustra je±li
wi¡zki wychodz¡ce z interferometru s¡ wyra¹nie rozdzie-
lone.
Przez ±rodki krzywizn luster mo»na poprowadzi¢ ich

wspóln¡ o± symetrii � o± optyczn¡ interferometru.
Wykonaj rysunek. Na pocz¡tku interferometr byª

ustawiony idealnie wspóªosiowo z rurk¡ inwarow¡. Na-
st¦pnie student odkr¦ciª nakr¦tk¦ dociskaj¡c¡ jedno z lu-
ster i przy ponownym dokr¦caniu przez nieuwag¦ dopro-
wadziª do tego, »e lustro przesun¦ªo si¦ w bok 1mm (ale
nie ulegªo »adnemu obrotowi, bo doci±ni¦te zostaªo do
pªaskiego czoªa rurki). Jak zmieniªo si¦ poªo»enie osi
optycznej interferometru? Zaznacz na rysunku k¡t mie-
dzy osiami (przed i po rozkr¦caniu) i punkt ich przeci¦cia.
Interferometr tego typu nazywamy te» wn¦k¡ rezonan-

sow¡ poniewa» mo»na w nim pobudzi¢ wyra¹ne rezonanse
(fale stoj¡ce).

A. Interferometr idealnie ustawiony

Promie« ±wietlny biegn¡cy dokªadnie wzdªu» osi
optycznej po parzystej liczbie odbi¢ wraca sam na sie-
bie.
Oblicz 1. Jaka musi by¢ relacja miedzy dªugo±ci¡

fali λ a dªugo±ci¡ interferometru L »eby powstaªa fala
stoj¡ca?
Oblicz 2. Rozwa»my dla równego rachunku inter-

ferometr dªugo±ci L0 = 12 mm o±wietlony ±wiatªem o
dªugo±ci fali λ0 = 600 nm. O ile musi si¦ zmieni¢ cz¦sto-
tliwo±¢ fali optycznej ν aby natra�¢ na kolejny rezonans?
Wyra¹ wynik w jednostkach SI. Jakiej zmieni¦ dªugo±ci
fali ∆λ odpowiada taka ∆ν?
Poniewa» lustra wypuszczaj¡ cz¦±¢ promieniowania,

fala stoj¡ca pobudzona w interferometrze zanika w czasie.
Analogicznie, ±wiatªo wpuszczone z zewn¡trz do interfe-
rometru odbija si¦ w nim przez pewien czas.
Oblicz 3. Do interferometru wpuszczamy z zewn¡trz

bardzo krótki w porównaniu z dªugo±ci¡ interferometru
L0 = 12 mm impuls ±wiatªa. Jak¡ nierówno±¢ musi speª-
nia¢ czas trwania impulsu? Poniewa» impuls jest taki
krótki to przy ka»dym odbiciu po prostu jego maªa cz¦±¢
wycieknie na przemian przez ka»de z luster. Naszki-
cuj nat¦»enie ±wiatªa wychodz¡cego z interferometru w
funkcji czasu. Podpisz odlegªo±¢ miedzy kolejnymi im-
pulsami, naszkicuj krzyw¡ przechodz¡c¡ przez maksima
kolejnych impulsów. Po jakim czasie τ impuls wycho-
dz¡cy b¦dzie e2 razy sªabszy ni» pierwszy impuls wycho-
dz¡cy je±li nat¦»enie przechodz¡ce przez lustro wynosi
1% padaj¡cego?
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B. Pole wychodz¡ce jako suma wkªadów

Niech fala elektromagnetyczna padaj¡ca na interfero-
metr b¦dzie opisana wzorem:

Ex(x, y, z, t) = <A exp(ikz − iωt),

gdzie Ex oznacza »e jedynie pole elektryczne w osi x jest
niezerowe (fala spolaryzowana liniowo), k = 2π/λ = ω/c
nazywamy wektorem falowym, < oznacza cz¦±¢ rzeczy-
wist¡ za± A jest amplitud¡ fali. Zauwa», »e amplituda
mo»e by¢ zespolona. Wówczas jej argument argA de-
cyduje o fazie fali, za± moduª |A| o maksymalnym polu
elektrycznym. Fala taka biegnie w kierunku dodatnim
osi z. Nat¦»enie ±wiatªa I rejestrowane np. miernikiem
mocy lub kamer¡ jest proporcjonalne do kwadratu pola

I = cε0|A|2/2.

Przy odbiciu od lustra nat¦»enie spada, Ire� = RIinc
gdzie R jest nat¦»eniowym wspóªczynnikiem odbicia,
za± indeksy odnosz¡ si¦ do fal padaj¡cych - inci-
dent i odbitej - re�ected. Wobec tego amplitudy fal
(pola elektrycznego) b¦d¡ zwi¡zane zale»no±ci¡: Ere� =

−
√
REinc(minus, czyli przesuni¦cie w fazie o π, poniewa»

odbicie nast¦puje od o±rodka g¦stszego - mo»esz osobi-
±cie to zobaczy¢ w ¢wiczeniu z kablem koncentrycznym)
oraz Etransm =

√
1−REinc gdzie indeks odnosi si¦ do

fali przechodz¡cej - transmitted.
Jakie b¦dzie pole elektryczne wychodz¡ce z interfero-

metru? Pole to skªada¢ si¦ b¦dzie z szeregu przyczynków.
Najwi¦kszy odpowiada fali przechodz¡cej przez pierwsze
i drugie lustro. Kolejny to fala która dodatkowo dwa razy
si¦ odbiªa wewn¡trz interferometru (tzn. przeszªa, odbiªa
si¦, odbiªa si¦, przeszªa), nast¦pny przyczynek pochodzi
od fali która odbiªa si¦ cztery razy itd. Napiszmy am-
plitud¦ pola pochodz¡ce od podstawowego przyczynku.
Wyniesie ono: A0 =

√
1−R

√
1−RAin. O sªuszno±ci

tego wzoru mo»emy si¦ przekona¢ porównuj¡c sytuacj¦
kiedy interferometru nie byªo i amplituda fali przycho-
dz¡cej z lasera wynosiªa Ain i sytuacj¦ po wstawieniu w
drog¦ fali interferometru, w której fala musiaªa dwukrot-
nie przej±¢ przez lustra, osªabiaj¡c si¦ za ka»dym razem.
Amplituda pola pochodz¡cego od kolejnego przyczynku
b¦dzie si¦ ró»nic od podstawowego przyczynku A0, bo-
wiem biegn¡ca fala musiaªa si¦ dodatkowo odbi¢ od dru-
giego lustra, przeby¢ dodatkow¡ drog¦ L, odbi¢ od pierw-
szego lustra i znowu przeby¢ dodatkow¡ drog¦ L. Wobec
tego A1 = eikL

√
ReikL

√
RA0. Przepiszemy to do postaci

A1 = uA0 gdzie u = ReikL. �atwo zauwa»y¢ »e ka»dy
kolejny przyczynek ro»ni si¦ od poprzedniego dokªadnie
o u, czyli An = unA0. Pole wychodz¡ce z interferometru
które zaobserwujemy b¦dzie sum¡ wszystkich przyczyn-
ków

Aout =

∞∑
n=0

unA0, u = ReikL. (1)

�atwo obliczy¢ powy»sz¡ sum¦ i mo»na narysowa¢ wy-
kres nat¦»enia ±wiatªa przechodz¡cego przez interfero-
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Rysunek 2. Nat¦»enie ±wiatªa przechodz¡cego przez idealnie
ustawiony interferometr dla ró»nych wspóªczynników odbicia
luster.

metr Iout ∝ |Aout|2 w funkcji cz¦sto±ci ±wiatªa ω przed-
stawiony na rysunku 2.
Sk¡d si¦ bierze szeroko±¢ rezonansów? Do sumy wy-

ra»aj¡cej pole na wyj±ciu interferometru (1) wchodz¡ z
coraz to mniejszymi wagami Rn (co do moduªu) wkªady
odpowiadaj¡ce coraz to wi¦kszej liczbie obiegów n inter-
ferometru, które s¡ opó¹nione w fazie na skutek przebycia
drogi optycznej 2nL. Dokªadnie w rezonansie wszystkie
wkªady s¡ ±ci±le w tej samej fazie. Poniewa» ±wiatªo efek-
tywnie obiega rezonator F = 1/(1−R) razy, to aby trans-
misja istotnie spadªa potrzeba »eby ±wiatªo wychodz¡ce
po F obiegach byªo w przeciwfazie do ±wiatªa przecho-
dz¡cego wprost.
Alternatywne rozumowanie: fale stoj¡ce które po-

znali±cie na wykªadzie maja dobrze okre±lon¡ cz¦stotli-
wo±¢. Na przykªadzie interferometru widzimy subtelniej-
szy efekt - im dªu»ejτ fala stoj¡ca mo»e »y¢ w interfe-
rometrze (wi¦kszy wspóªczynnik odbicia luster R) tym
w¦»szy rezonans. Szeroko±¢ rezonansu ∆ω jest odwrot-
nie proporcjonalna do τ .
Rozwa»anie* Antek zamierza kupi¢ na targu N la-

serów o mocy 5 mW, z których ka»dy z emituje wi¡zk¦ o
amplitudzie A0. Antek zamierza poª¡czy¢ wi¡zki wszyst-
kich laserów, poniewa» obliczyª »e sumaryczna amplituda
wyniesieNA0, dzi¦ki czemu nat¦»enie b¦dzie si¦ skalowa¢
jak N2. Poª¡czon¡ wi¡zk¦ Antek zamierza u»y¢ do na-
p¦du elektrowni termicznej o umiarkowanej sprawno±ci
20%, która m.in. zasili lasery (sprawno±¢ 50%). Ile la-
serów musi kupi¢ »eby wygenerowa¢ 500 W �darmowej�
dodatkowej mocy?

II. MODY POPRZECZNE

W rzeczywistym interferometrze promienie mog¡ si¦
rozchodzi¢ nie tylko wzdªu» osi optycznej. Aby znale¹¢
fale stoj¡ce (mody wªasne) powinni±my rozwi¡za¢ peªne
równanie falowe. Dokonamy tego najpierw w przybli-
»eniu, mianowicie przypomnimy sobie rozwi¡zania dla
dwuwymiarowej membrany. Rozwa»my membran¦ któ-
rej dªugo±¢ wzdªu» osi z wynosi L = 12 mm za± szeroko±¢
wzdªu» osi x d = 1 mm. Mody rezonansowe s¡ indekso-
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Rysunek 3. Przekroje przez wi¡zk¦ z lasera (a), które mo»a
zarejestrowa¢ za pomoc¡ kamery wstawionej prostopadle do
wiazki; (b) tu» za laserem szeroko±¢ wi¡zki na poziomie
Imax/e

2 nazwiemy 2w (c) daleko od lasera szeroko±¢ jest pro-
porcjonalna do odlegªosci z i wynosi 2zθ (równie» na wysoko-
±ci 1/e2), wobec czego naturalnie jest interpretowa¢ parametr
proporcjonalno±ci2θ jako rozbie»no±¢ k¡tow¡ wi¡zki.

wane ilo±ci¡ w¦zªów n wzdªu» z oraz m wzdªu» x.
Oblicz 4. Znajd¹ dokªadne cz¦stotliwo±ci rezonan-

sów membrany w pobli»u dªugo±ci fali λ0 = 600 nm dla
m = 0, 1, 2, najbli»szych λ0 o ni»szej i wy»szej cz¦sto±ci
ν. Narysuj poªo»enia na osi cz¦sto±ci ∆ν wzgl¦dem λ0.
Wskazówka: a. Mathematica b. wzory mo»na rozwin¡¢
w szereg wykorzystuj¡c fakt »e m� n.

Peªne rozwi¡zania

Mo»na znale¹¢ takie rozwi¡zania równania falowego
dla pola elektrycznego ~E(~r, t) które speªniaj¡ warunek
brzegowy narzucany przez lustra, »e skªadowa pola rów-
nolegªa do powierzchni lustra znika. Rozwi¡zania te maja
posta¢ sumy dwóch wi¡zek, poruszaj¡cych si¦ w lewo i w
prawo, dokªadnie jak w znanej wam fali stoj¡cej. Aby
speªni¢ warunki brzegowe, fronty falowe wi¡zek musz¡
dokªadnie pasowa¢ do luster.
Okazuje si¦, »e dobre rozwi¡zanie mo»na utworzy¢ jako

sum¦ dwóch przeciwbie»nych wi¡zek gaussowskich, czyli
takich jakie emitowane s¡ przez dobre lasery albo ze ±wia-
tªowodu jednomodowego, przykªad przedstawia rysunek
3. Podstawowa wi¡zka gaussowska odpowiada m = 0 w
przypadku membrany tzn. nie ma w¦zªów wzdªu» x. Sze-
roko±¢ wi¡zki w(z) i promie« krzywizny frontu falowego
R(z) speªniaj¡ równania:

w(z) = w0

√
1 +

z2

z2
R

zR =
πw2

0

λ

R(z) = z +
z2
R

z

gdzie w0 to szeroko±¢ w pªaszczy¹nie przew¦»enia z = 0
za± z to odlegªo±¢ od tej pªaszczyzny.
Narysuj* wykres w(z) i osobno R(z) dla w0 = 1 mm

oraz w0 = 100µm. Czy potra�sz obliczy¢ k¡t rozbie»no-
±ci θ omówiony na rysunku 3? Jak zachowuje si¦ promie«
krzywizny daleko od przew¦»enia?
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Rysunek 4. Wy»sze mody interferometru Fabry-Perot. Górny
panel: przekrój rozkªadu nat¦»enia I(x) ∝ | ~E(x, 0, 0)|2 dla
trzech pierwszych modów. Dolny panel: rezonanse wy»szych
modów s¡ przesuni¦te w cz¦sto±ciach.

W przypadku naszego interferometru wi¡zka jest naj-
w¦»sza i ma pªaski front falowy w poªowie odlegªo±ci mi¦-
dzy lustrami, natomiast na lustrach osi¡ga promie« krzy-
wizny r.
Sprawd¹* poprawno±¢ wzoru na ±rednic¦ modu pod-

stawowego:

w2
0 =

Lλ

2π

√
2
r

L
− 1 (2)

Oblicz 5 ±rednic¦ modu podstawowego w0 w na-
szym interferometrze dla L = 11 mm, r = 100 mm,
λ = 650 nm. Wynik wyra¹ w µm.

Mody wy»szego rz¦du

z w¦zªami m > 0, otrzymujemy ró»niczkuj¡c pole elek-
tryczne rozwi¡zania podstawowego po x. Szkicujemy je
na rysunku 4.

Peªna posta¢ analityczna wi¡zki Gaussa-Hermita*

Wi¡zka biegn¡ca rz¦du m, l ma posta¢ ~E(~r, t) =

< ~Aum(x, z)ul(y, z) exp(ikz − iωt+ iψ(z)) gdzie:

un(x, z) =
w0

w(z)
exp

(
−ik x

2 + y2

2R(z)

)
×Hn

(√
2x

w(z)

)
exp

(
−x

2 + y2

w2(z)

)
ψ(z) = (m+ l + 1) arctan

z

zR
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Hn(ξ) to wielomian Hermita rz¦du n, (np. H0 = 1, H1 =
2ξ), m i l to numery modu (liczby w¦zªów wzdªu» x i
y), 2w0 jest ±rednic¡ wi¡zki w pªaszczy¹nie z = 0, w(z)
to ±rednica w dowolnej pªaszczy¹nie, R(z) to promie«
krzywizny frontów falowych, ψ(z) to tzw. faza Gouya
za± ~Ajest wektorem amplitudy koniecznie prostopadªym
do z.

Zagadka* Niech ~A = x̂+iŷ. Jakiemu kierunkowi pola
elektrycznego (w funkcji czasu) odpowiada taka ampli-
tuda?

Oblicz* Rozwa»my pole dokªadnie na osi z, od lustra
do lustra. Utwórz fal¦ stoj¡c¡ przez zsumowanie dwóch
przeciwbie»nych biegn¡cych. Czy w¦zªy pola s¡ równo-
odlegªe? Czy potra�sz obliczy¢ przesuniecie rezonansu o
dowolnym m wzgl¦dem m = 0?

Oblicz* Aby si¦ przekona¢, »e R(z) w powy»szym
wzorze peªni rol¦ promienia krzywizny frontu falowego,
narysuj powierzchnie staªej fazy pola w okolicy danego
z. Które czynniki daj¡ szybko zmienny wkªad do fazy a
które bardzo wolno zmienny? Je±li przybli»y¢ te ostatnie
jako staªe, to czy mo»na si¦ przekona¢ »e powierzchnia
staªej fazy jest paraboloid¡ obrotow¡ z osi¡ z? Wska-
zówka: Z drugiej strony sfera o promieniu R przecho-
dz¡ca przez ±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych opisywana jest
równaniem R =

√
R2 − x2 − y2. Jakie s¡ pierwsze nie-

znikaj¡ce wyrazy rozwini¦cia tego równania wzgl¦dem x
i y?

III. LASER DIODOWY

Dªugo±¢ fali ±wiatªa emitowanego przez diod¦ jest bli-
ska λ0 = 650 nm i mo»na ja w niewielkich granicach
przestraja¢ poprzez zmian¦ pr¡du i oraz temperatury
T diody laserowej. Nad obydwoma parametrami masz
precyzyjn¡ kontrol¦. Zmiana temperatury trwa dªu»sz¡
chwil¦, natomiast zmiana pr¡du mo»e si¦ odbywa¢ bardzo
szybko. Kontroler umo»liwia generowanie trójk¡tnego w
czasie przebiegu pr¡du w zakresie i−∆i do i+ ∆i z za-
dan¡ cz¦stotliwo±ci¡ f , jak to przedstawia rysunek 6c.
Je±liby i−∆i<0 lub i+ ∆i > iMAX to kontroler automa-
tycznie zmienia ±redni pr¡d i, aby zachowa¢ bezpieczny
zakres zmiany pr¡du, ale nie wy±wietla poprawionej war-
to±ci. Dodatkowo kontroler produkuje na wyj±ciu BNC
napi¦cie trójk¡tne które sªu»y do wyzwalania (trigger)
oscyloskopu.

Narysuj 6 je±li skanowanie zachodzi od pr¡du pro-
gowego a» do maksymalnego, to jak b¦dzie wygl¡da¢ na-
t¦»enie ±wiatªa transmitowanego przez interferometr w
funkcji czasu je±li cz¦stotliwo±¢ lasera zmienia si¦ o okoªo
30 GHz? Jak zmieni si¦ ten wykres je±li zmienimy tem-
peratur¦ lasera? Jak nale»y zmieni¢ i oraz ∆i aby nat¦-
»enie przechodz¡cego ±wiatªa nie spadaªo nigdy poni»ej
50% swojej maksymalnej mo»liwej warto±ci?
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Rysunek 5. Ukªad optyczny do badania rezonatora Fabry-
Perot. Wi¡zka z laser L biegnie przez izolator optyczny i i
dalej odbija si¦ od lustra m i pªytki ±wiatªodziel¡cej bs pada-
j¡c na fotodiod¦ pd1 która sªu»y do pomiaru nat¦»enia wycho-
dz¡cego z lasera. Reszta wi¡zki odbija si¦ od lustra i po zo-
gniskowaniu soczewk¡ l wpada do rezonatora umieszczonego
na uchwycie przesuwno-obrotowym. Promienie wychodz¡ce z
rezonatora mo»na dla wygody podzieli¢ kolejn¡ pªytk¡ ±wia-
tªodziel¡c¡ i obserwowa¢ na ekranie lub kamer¡ oraz skupi¢ na
fotodiod¦ pd2 celem pomiaru nat¦»enia przechodz¡cego przez
rezonator.

t

t

i

Utrig

iAVG

iMAX

Δi

imaxthr

i
ω

I

T1
T2

o
b

s
z
a

r
p

ra
c
y

a)

b)

c)

d)

Rysunek 6. a-b) Typowa charakterystyka strojenia lasera dio-
dowego. Laser przestrajamy zmieniajac pr¡d plyn¡cy przez
diod¦ i. Akcja laserowa zachodzi dla pr¡dów wi¦kszych
niz progowy ithr, nie mo»na przekracza¢ pr¡du bezpiecznego
iMAX.W tym zakresie laser przestraja sie odcinkami pªynnie,
po czym nast¦puje nagªy przeskok cz¦stosci ω. Nale»y do-
stosowa¢ zakres zmian pr¡du dozakresu pªynnego skanowania
wybieraj¡c sensowny �obszar pracy�. c-d) przebieg pr¡du i
napi¦cia na wyj±ciu synchronizuj¡cym generowane przez zasi-
lacz.

IV. PRZEBIEG �WICZENIA

1. Ustawienie wi¡zki

(a) Zapozna¢ sie z laserem: ustawianie pr¡du i
skanowanie, ustawianie temperatury

(b) Wi¡zk¦ z lasera przepu±ci¢ przez izolator
optyczny, odbi¢ od lustra i pªytki ±wiatªodzie-
l¡cej, skierowa¢ na fotodiod¦ jak na rysunku
5

(c) Podª¡czy¢ sygnaª z fotodiody i sygnaª syn-
chronizacyjny z lasera do oscyloskopu.
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(d) Zaobserwowa¢ zmiany nat¦»enia ±wiatªa w
funkcji pr¡du. Sprawdzi¢ co si¦ dzieje, gdy
ustawimy bardzo maªy pr¡d i du»y zakres
skanowania ∆i > i, a tak»e gdy ustawimy
i+ ∆i > iMAX.

(e) Ustawi¢ skanowanie od pr¡du progowego do
maksymalnego. Ustawi¢ podstaw¦ czasu
oscyloskopu i cz¦stotliwo±¢ skanowania lasera
oraz wyzwalanie oscyloskopu tak, aby widzie¢
jedno zbocze z maªym zapasem.

2. (opcjonalne) Zapozna¢ si¦ z kamer¡ i oprogramo-
waniem do pomiaru ksztaªtu i ±rednicy wi¡zki.

(a) Za pomoc¡ soczewki lub teleskopu sprowadzi¢
wi¡zk¦ do rozmiaru obliczonego ze wzoru (2)
w miejscu przewidzianym na ±rodek interfero-
metru.

3. Ustawienie interferometru

(a) Kolejnymi dwoma lustrami skierowa¢ wi¡zk¦
do interferometru jak na rysunku 5.

(b) Zaobserwowa¢ przeciek przez interferometr.
W razie braku przecieku ustawi¢ interferometr
na prostopadªe padanie np. u»ywaj¡c kar-
teczki z dziurk¡.

(c) Poprawi¢ ustawienie wi¡zki oraz interferome-
tru tak aby obserwowa¢ jedn¡ plamk¦ ±wiatªa
na wyj±ciu

(d) Wstawi¢ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ i drug¡ fo-
todiod¦, zaobserwowa¢ widmo transmisji na
oscyloskopie

4. Ustawi¢ laser na kolejne maksima transmisji.

(a) Poprzez zmienianie pr¡du ±redniego i oraz za-
kresu skanowania ∆i skanowa¢ si¦ w coraz
w¦»szym zakresie cz¦stotliwo±ci wokóª wybra-
nego maksimum transmisji

(b) Zaobserwowa¢/zarejestrowa¢ na kamerze
ksztaªt wi¡zki przechodz¡cej.

5. (opcjonalnie) Dopasowanie ±rednicy wi¡zki z lasera
do rozmiaru modu

(a) Prze±ledzi¢ ilo±ciowo rozbie»no±¢ wi¡zki z in-
terferometru dla modu podstawowego

(b) Ustaw teleskop aby uzyska¢ tak¡ sam¡ wi¡zk¦
"od tyªu" tzn. zbiegaj¡c¡ si¦

(c) Wpu±¢ j¡ do interferometru. Zoptymalizuj po-
ªo»enie i k¡t padania wi¡zki lustrami. Porów-
naj widmo transmisji z uzyskanym w 2.

6. (opcja) Pomiar magnetostrykcji inwaru

(a) Z pomoc¡ asystenta nawi« dodatkow¡ cewk¦
na interferometr

(b) Zaobserwuj zmiany widma transmisji gdy na-
gle wª¡czasz/wyª¡czasz pole

(c) Zmierz zale»no±¢ wydªu»enia od nat¦»enia
pola B

7. Pomiar wspóªczynnika rozszerzalno±ci cieplnej in-
waru

(a) Wykorzystaj uzwojenie nawini¦te bi�larnie na
inwarow¡ rurk¦ interferometru.

(b) Zmierz jego oporno±¢ w temperaturze pokojo-
wej, oraz oporno±¢ termistora zamocowanego
w rurce inwarowej.

(c) Podgrzewaj interferometr mierz¡c opór cewki
grzej¡cej i termistora. Obserwuj zmiany
widma transmisji.

V. ZAWARTO�� RAPORTU

Nale»y omówi¢ z prowadz¡cym, ale generalnie powi-
nien zawiera¢:

1. Procedur¦ ustawienia ukªadu

2. Zdj¦cie obrazu wi¡zek wyciekaj¡cych ze ¹le usta-
wionego rezonatora wraz z wyja±nieniem sytuacji
�zycznej. Opcjonalnie zdj¦cia w dwóch pªaszczy-
znach, bliskiej i dalekiej

3. Przykªadowe widmo transmisji z zaznaczon¡ skal¡
cz¦stotliwo±ci

4. Zdj¦cia dwóch modów rezonatora

5. Wykres poªo»enia modu od temperatury

6. Wyznaczony wspóªczynnik rozszerzalno±ci z ko-
mentarzem

INFORMACJE DODATKOWE

W tym ¢wiczeniu mo»esz zobaczy¢ jak dziaªa interfero-
metr (nie dziaªa) gdy jest ustawiony krzywo i wi¡zka wpa-
daj¡ca obiega go praktycznie bez interferencji, zgodnie z
prawami optyki geometrycznej. Mo»esz tak»e zobaczy¢
takie dziaªanie które wprost ilustruje zasady optyki falo-
wej, gdy interferometr jest ustawiony prosto i wi¡zka do-
brze pasuje do modu podstawowego. Przej±cie pomi¦dzy
tymi sytuacjami jest pªynne i mo»liwie do obserwacji po-
przez pokr¦canie elementami optycznymi. Poni»ej poka-
zujemy, »e interferometr jest urz¡dzeniem analogicznym
do oscylatora harmonicznego a obserwowane przej±cie -
zachodzi identycznie jak przej±cie od mechaniki klasycz-
nej do kwantowej. �cisªy opis teoretyczny takiego przej-
±cia znacznie wykracza poza ramy pracowni, ale mimo
to podajemy troch¦ przykrojonych informacji które mam
nadzieje pozwol¡ ch¦tnym lepiej si¦ przygotowa¢ do zro-
zumienia mechaniki kwantowej w przyszªo±ci.
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Polecenia oblicz etc. poni»ej tego punktu s¡ opcjo-
nalne, aczkolwiek zalecane przynajmniej do przemy±le-
nia.

VI. PRZESTRZE� FAZOWA OSCYLATORA
HARMONICZNEGO

Oscylator harmoniczny (wahadeªko, masa na spr¦»ynie
etc.) kanonicznie rzecz bior¡c speªnia równania ẋ = p/m
oraz ṗ = −kx. Ka»dy z Was potra� rozwi¡za¢ równania,
tutaj przepiszemy te rozwi¡zania w formie która oka»e
si¦ analogiczna do czego± zupeªnie innego... Przygotujmy
si¦ do nakr¦cenia �lmu ze zbli»eniami na ruch oscylatora.
Od klatki do klatki mija czas ∆t. Zauwa»my, »e:

(
x(t+∆t)
xmax

p(t+∆t)
pmax

)
=

(
cosα sinα
− sinα cosα

)
︸ ︷︷ ︸

R(α=ω∆t)

(
x(t)
xmax
p(t)
pmax

)
,

gdzie xmax i pmax to maksymalne osi¡gane wychylenie i
p¦d. Mo»na to przepisa¢ w formie:

(
x(t+ ∆t)
p(t+ ∆t)

)
= SR(ω∆t)S−1︸ ︷︷ ︸

U(α=ω∆t)

(
x(t)
p(t)

)
(3)

S =

(
xmax 0

0 pmax

)
(4)

Wykonaj rysunek. Pªaszczyzn¦ x-p nazywamy prze-
strzeni¡ fazow¡. Narysuj krzyw¡ staªej energii E =
const na tej pªaszczy¹nie. Niech okres oscylatora wynosi
160 ms. Zaznacz stan oscylatora w 8 kolejnych klatkach
�lmu, je±li na pocz¡tku p¦d byª zerowy a energia oscyla-
tora odpowiadaªa narysowanej poprzednio krzywej.
Oblicz1. Macierz U(α). Jaki wymiar maj¡ poszcze-

gólne jej elementy? Jaki wymiar maja elementy macierzy
R? Czy mo»na zale»no±¢ macierzy U(α) od xmaxi pmax

zast¡pi¢ zale»no±ci¡ od jednego parametru?
Oblicz Sprawd¹ »e energi¦ mo»na wyrazi¢ wzorem

E/E0 = (x/xmax)2 + (p/pmax)2 gdzie E0 jest energi¡ po-
cz¡tkow¡. Zapisz energi¦ jako E/E0 = |~ξ|2 gdzie ~ξ jest
wektorem uzyskanym przez podziaªanie pewn¡ macierz¡
Σ na wektor (x(t), p(t)). Jaka to macierz? Jak zmienia
si¦ wektor ~ξ po upªywie czasu ∆t ?
Oblicz*. Jakie warunki musi speªnia¢ dowolna ma-

cierz V »eby±my po wstawieniu jej do r-r (3) zamiast
U(α) dostali przeksztaªcenie zachowuj¡ce energi¦?
Oblicz*. Czy potra�sz tak zmieni¢ jednostki (sugeru-

jemy zmian¦ jednostki dªugo±ci) »eby U(α) = R(α) ?

1 Zakªadam »e potra�sz mno»y¢ macierze. Je±li nie, prote-
stuj na algebrze. W Mathematica macierz wpisuje sie jako
{{1,2},{3,4}}, ªadnie wy±wietla poleceniem MatrixForm, vide
Help - �Matrix Operations�

x
0

x

z

x
3

v
3

v
0

z=0 z=L/2z=-L/2

zekr

z’ekr

Rysunek 7. Bieg promieni w interferometrze - przekrój. Za-
niedbali±my zaªamanie na granicy powietrze szkªo (niewielki
efekt) oraz znacznie rozci¡gn¦li±my rysunek w pionie dla lep-
szej czytelno±ci - skutkiem tego k¡ty s¡ wi¦ksze ni» rzeczywi-
±cie.

VII. BIEG PROMIENI W INTERFEROMETRZE

Co si¦ stanie je±li promie« nie biegnie wzdªu» osi? Po-
niewa» nasz interferometr jest symetryczny, prze±ledzimy
sytuacj¦ pocz¡wszy od pªaszczyzny le»¡cej w poªowie od-
legªo±ci mi¦dzy lustrami i prostopadªej do osi optycznej
z, zde�niowanej równaniem z = 0. Rozwa»my najpierw
promienie zawarte w pªaszczy¹nie poziomej xz. We¹my
promie« przecinaj¡cy pªaszczyzn¦ z = 0 w punkcie x0 i
biegn¡cy pod k¡tem do osi z którego tangens dx/dz wy-
nosi v0 (rys. 7). Promie« ten uderzy w lustro w punkcie
x1 = x0 + v0L/2. Bieg do lustra nie zmienia nachylenia
promienia v1 = v0. Przy odbiciu od lustra zmianie nie
ulegnie poªo»enie x2 = x1 ale zmieni si¦ k¡t biegu pro-
mienia, poniewa» w odlegªo±ci x1 od osi normalna do po-
wierzchni lustra jest nachylona do osi z pod k¡tem x1/R.
Wobec tego v2 = v1 − 2x1/R. Nast¦pnie promie« bie-
gnie z powrotem do pªaszczyzny z = 0 któr¡ przetnie w
punkcie x3 = x2+v2L/2. Ewolucj¦ tak¡ mo»na elegancko
zapisa¢ w formie macierzowej:(

x3

v3

)
=

(
1 L

2
0 1

)(
1 0
− 2
R 1

)(
1 L

2
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

U

(
x0

v0

)
(5)

Oblicz macierz U . Jakie jednostki maja poszcze-
gólne elementy tej macierzy?
Oblicz znajd¹ tak¡ macierz diagonaln¡ skalowania

S = diag(h, 1) =

(
h 0
0 1

)
»eby U = SR(α)S−1. Wska-

zówka: u»yj dwóch równa« z sinα aby wyznaczy¢ h. U»yj
równa« z cosα aby wyznaczy¢ α. Jaka jest jednostka dªu-
go±ci h i k¡t obrotu α? Jaka jest relacja mi¦dzy dªugo±ci¡
wektora S−1~p a wektora S−1U~p gdzie ~p = (x, v) okre±la
dowolny promie«?

A. Przestrze« fazowa promieni ±wietlnych

Podanie wspóªrz¦dnych puntku w jakim promie«
±wietlny przecina pªaszczyzn¦ oraz nachylenia promienia
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wystarcza aby go jednoznacznie okre±li¢. W przypadku
promieni biegn¡cych w pªaszczy¹nie xz wystarcz¡ dwie
liczby oznaczane wy»ej (xi, vi).
Wykonaj rysunek. Oblicz warto±ci liczbowe macierzy

U dla r = 100 mm i L0 = 20mm. Do interferometru
wpu±cili±my promie« poziomo w odlegªo±ci 1 mm od osi.
Zaznacz poªo»enia i nachylenia z którymi 3 kolejne pro-
mienie odbitych b¦d¡ przecina¢ pªaszczyzn¦ z = 0. Czy
potra�sz zaznaczy¢ krzyw¡ na której znajdzie si¦ promie«
po dowolnej liczbie odbi¢?

B. Obraz na ekranie

Przy ka»dym odbiciu cz¦±¢ ±wiatªa wycieka z interfe-
rometru (rys. 7). Za interferometrem mo»emy ustawi¢
ekran i zaobserwowa¢ ich poªo»enie na ekranie. Zauwa»
»e je±li ekran jest daleko to z poªo»enia na ekranie mo»na
wywnioskowa¢ praktycznie tylko nachylenie v.
Rozwa»anie* Czy potra�sz u»y¢ soczewki umieszczo-

nej za interferometrem w taki sposób, aby na odpowied-
nio ustawionym ekranie zaobserwowa¢ jedynie x z pªasz-
czyzny z = 0 bez »adnego wkªadu nachylenia v ? Czy po-
tra�sz obliczy¢ odpowiednie odlegªo±ci je±li zdradzimy »e
przej±cie promienia od ±rodka interferometru do soczewki
ustawionej w odlegªo±ci d1, przez soczewk¦ o ogniskowej
f i dalej odlegªo±¢ d2 do ekranu opisuje si¦ macierz¡:

(
xe
ve

)
=

(
1 d2

0 1

)(
1 0
− 1
f 1

)(
1 d1

0 1

)
︸ ︷︷ ︸

O

(
x0

v0

)

C. Bieg promieni w interferometrze - 3D

Bieg promieni w 3 wymiarach pozostaje w takiej relacji
do biegu w dwóch wymiarach, jak wahadªo na nici waha-
j¡ce si¦ po elipsie w stosunku do wahadªa którego ruch
zawiera si¦ caªkiem w pªaszczy¹nie xz. Dodanie dodat-
kowego wymiaru nie wnosi wiele nowego ponad znaczna
komplikacje notacji i rysunków.
Matematycznie rzecz bior¡c wy»ej omawiali±my bieg

promieni dla których y = 0, podaj¡c x(z = 0) oraz
v = dx/dz|z=0. Uogólnienie trójwymiarowe polega¢ b¦-
dzie na podawaniu 4 warto±ci dla okre±lenia promienia:
x(z = 0), dx/dz|z=0, y(z = 0), oraz dy/dz|z=0. W ukªa-
dach optycznych o symetrii osiowej, takich jak nasz in-
terferometr, parametry te s¡ parami niezale»ne (nie mie-
szaj¡ si¦ ze sob¡) oraz zmieni¡ si¦ wedªug takich samych
prawideª. Wyj¡tkiem s¡ np. okulary koryguj¡ce astyg-
matyzm, oczy astygmatyka, oraz pryzmaty.

VIII. WI�ZKA Z PROMIENI

Jak ju» pewnie ka»dy osobi±cie mógª si¦ przekona¢
przybli»eniem promienia ±wietlnego jest wi¡zka emito-

0

0 1

x

Δx

z

Δv

x

v

Rysunek 8. Konstrukcja wiazki gaussowskiej z promieni. (a)
Przestrze« fazowa najmniejszego zespoªu promieni speªniaj¡-
cego zasad¦ nieoznaczono±ci (6), (b) widok promieni.

wana z lasera. Nietrudno zmierzy¢ dokªadno±¢ tego przy-
bli»enia. Im bardziej próbujemy ogniskowa¢ wi¡zk¦, tym
szybciej si¦ ona rozbiega. Im usilniej wycinamy z niej
cienki promie« np. przysªon¡ czy szczelin¡, tym ponow-
nie, szybciej si¦ ona rozbiega na boki. Mierz¡c prze-
krój wi¡zki kamer¡ dostajemy typowo przekroje przed-
stawione na rysunku 3.
Oblicz dla rozkªadu gausa o odchyleniu standardo-

wym σ jego szeroko±¢ na wysoko±ci 1/e2 oraz na wysoko-
±ci 1/2 maksimum (Full Width Half Maximum - FWHM).
Matematycznie ograniczanie dane jest zasad¡ nieozna-

czono±ci. Aby ja sformuªowa¢ dla ±wiatªa o dªugo±ci fali
λ nazwiemy szeroko±¢ wi¡zki w dowolnie wybranej pªasz-
czy¹nie ∆x. Wówczas okazuje si¦, »e rozbie»no±¢ k¡tów
pod jakimi ±wiatªo rozchodzi si¦ z tej pªaszczyzny ∆v
musi speªnia¢ nierówno±¢

4π∆x∆v ≥ λ (6)

Oznacza to, »e nie mo»na z fal stworzy¢ cienkiej wi¡zki
(maªe ∆x) która by si¦ nie rozbiegaªa (maªe ∆v).
Spróbujmy skonstruowa¢ z promieni wi¡zk¦ która ma

minimalny mo»liwy iloczyn ∆x∆v. W tym celu nary-
sujmy na pªaszczy¹nie fazowej promieni ±wietlnych (x, v)
elips¦ która odpowiada przypadkowi granicznemu zasady
nieoznaczono±ci (przerywany kontur z rys. 8a). Nast¦p-
nie z tej elipsy wybierzmy szereg punktów, które repre-
zentuj¡ konkretne promienie o danych (x, v) i narysujmy
bieg tych promieni w przestrzeni. Otrzymamy w ten
sposób kontur wi¡zki gaussowskiej przedstawiony na ry-
sunku 8b. Wyró»nili±my promienie o najwi¦kszych mo»-
liwych warto±ciach x i v.
Oblicz wi¡zka wychodz¡ca z lasera w znacznej od

niego odlegªo±ci osi¡gn¦ªa rozmiar 1 mm. Wstawiamy
w tej pªaszczy¹nie soczewk¦ o ogniskowej f = 100 mm i
obserwujemy »e wi¡zka osi¡ga przew¦»enie praktycznie w
odlegªo±ci 100 mm od soczewki. Naszkicuj obrys wi¡zki.
Jaka jest ∆v dla zbiegaj¡cej si¦ wi¡zki? Jakiego spodzie-
wamy si¦ wobec tego ∆x? Dªugo±¢ fali wynosi 650 nm.

A. Podstawowy mod poprzeczny interferometru

Poª¡czenie podanych wy»ej informacji prowadzi do
wniosku, »e dla ka»dego interferometru (dane r i L)
istnieje wi¡zka gaussowska która obiegaj¡c inteferometr
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a) b)

x

v

0 1 2

Rysunek 9. Wy»sze mody interferometru Fabry-Perot. a)
mod podstawowy 0 zajmuje minimaln¡ mo»liw¡ powierzchnie
(najmniejsza elipsa), a kolejne mody s¡ powierzchniowo n+1
razy wi¦ksze. b) wy»sze mody zawieraja promienie dalsze od
osi i dalego droga optyczna jak¡ pokonuj¡ w jednym obiegu
wn¦ki jest wi¦ksza ni» mod podstawowy, dlatego rezonanse
wy»szych modów s¡ przesuni¦te w cz¦sto±ciach.

przechodzi sama na siebie. Rzeczywi±cie,znajdziemy tak¡
elips¦ w przestrzeni fazowej (x, v) »eby obieg rezonatora
opisywany wzorem (5) przeprowadzaª dowolny punkt z
elipsy na inny punkt na tej samej elipsie a jednocze±nie
»eby elipsa wysycaªa nierówno±¢ 6.

Droga optyczna promie« biegn¡cy dokªadnie wzdªu»
osi optycznej przebiega drog¦ 2L na ka»dy obieg inter-
ferometru. W skªad wi¡zki gaussowskiej wchodz¡ jed-
nak promienie oddalone od osi oraz biegn¡ce pod k¡tem,
co powoduje »e efektywna (±rednia) droga optyczna jak¡
±wiatªo przebywa w ka»dym obiegu jest odrobin¦ wi¦k-
sza ni» 2L. Jest to tzw. faza Guoya. Z tego powodu
rezonans interferometru z wkl¦sªymi lustrami jest przesu-
ni¦ty w stosunku do rezonansu interferometru z pªaskimi
lustrami ustawionymi w tej samej odlegªo±ci.

B. Wy»sze mody poprzeczne

Uczciwe wyznaczenie wy»szych modów interferome-
tru wymaga rozwi¡zania równania falowego z warun-
kami brzegowymi narzuconymi przez wkl¦sªe lustra. Tu-
taj zaprezentujemy tylko pobie»nie wynik pozostawiaj¡c
Wam zadum¦ na kolejne lata. Okazuje si¦, »e o ile mod
podstawowy zajmuje najmniejsz¡ mo»liw¡ elips¦ w prze-
strzeni fazowej która przechodzi sama na siebie, to wy»-
sze mody zajmuj¡ progresywnie coraz to wi¦ksze elipsy
jak to przedstawia rysunek 9a. Wobec tego w wkªad
do wy»szych modów daj¡ promienie coraz dalsze od osi
optycznej. Z tego powodu droga optyczna jak¡ efektyw-
nie przebiegaj¡ wy»sze mody jest wi¦ksza ni» dla modu
podstawowego. Powoduje to »e poszczególne mody s¡ w
rezonansie dla nieco innych cz¦stotliwo±ci jak to przed-
stawia rysunek 9c.

DODATKI TRUDNIEJSZE

IX. KONSTRUKCJA FALOWA WI�ZKI
GAUSSOWSKIEJ

A. Fala pªaska

Równania Maxwella opisuj¡ce pola elektryczne i ma-
gnetyczne mo»na sprowadzi¢ w pustej przestrzeni do jed-
nego równania falowego na pole elektryczne:

∇2 ~E − 1

c2
∂2 ~E

∂t2
= 0. (7)

Jednym z mo»liwych kompletów rozwi¡za« tego równania

s¡ fale pªaskie ~E(~r, t) = < ~̃A exp(i~k ·~r−iωt) oraz ω = c|k|.
Dodatkowo ze znikania dywergencji pola elektrycznego

dostajemy warunek poprzeczno±ci fali: ~k · ~̃A = 0 (patrz
np. Gri�ts).
Fala pªaska jest jednak niesko«czenie rozci¡gªa. Fi-

zycznie reprezentuje przypadek ∆x→∞ przy jednocze-
±nie bardzo dobrze okre±lonym, zadanym wektorem falo-
wym ~k kierunku, czyli ∆v → 0.

B. Superpozycja fal pªaskich

Dowolne rozwi¡zanie równania falowego (7) da si¦ zªo-
»y¢ jako wa»ona superpozycja fal pªaskich:

~E(~r, t) = <
∫
d3~k ~̃A(~k)ei

~k·~r−iωt, (8)

gdzie ~̃A(~k) jest amplitud¡ udziaªu fali pªaskiej o wektorze

falowym ~k w superpozycji. Zwa»ywszy, »e ~̃A(~k) mo»ne
by¢ dosy¢ dowolna funkcj¡ (i to wektorow¡ zespolon¡)
mo»emy utworzy¢ bardzo wiele rozwi¡za«.
Wi¡zk¦ gaussowska konstruujemy bior¡c do super-

pozycji fale o jednej cz¦sto±ci ω biegn¡ce pod nie-
wielkimi k¡tami do osi z. Wygodnie przyj¡¢ ~k =

(α, β,
√

1− α2 − β2)k0, gdzie k0 = 2π/λ, za±α i β to
rzuty k¡ta mi¦dzy wektorem falowym a osi¡ z na pªasz-
czyzn¦ xz i yz. Fale odchylone o coraz wi¦kszy k¡t wcho-
dz¡ do wi¡zki z coraz mniejsz¡ wag¡, okre±lon¡ rozkªa-
dem Gaussowskim g(α, β) = exp

[
−k2

0w
2
0

(
α2 + β2

)
/4
]

gdzie w0 okre±la szeroko±¢ rozkªadu. Aby wykona¢ caªk¦
(8) we¹miemy pod uwag¦ jedynie maªe k¡ty i przybli»my,

»e ~̃A(~k) jest skierowane wzdªu» x oraz
√

1− α2 − β2 '
1− α2/2− β2/2. Przepiszmy 8:

~E(~r, t) = <Ã0x̂

∫
dα

∫
dβ g(α, β)ei

~k·~r−iωt (9)

wykorzystuj¡c podane wy»ej wyra»enia na ~k mo-
»emy wypisa¢ wyra»enie podcaªkowe w postaci ekspo-
nensa od −k2

0w
2
0

(
α2 + β2

)
/4 + ik0(αx + βy) + ik0z −
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ik0z
(
α2 + β2

)
/2 − iωt. Po uporz¡dkowaniu wzgl¦dem

pot¦g zmiennych caªkowania mo»emy rozdzieli¢ wyra-
»enie (9) na dwie niezale»ne caªki. Po α caªkujemy
exp

[
ik0q(z)α

2/2 + ik0xα
]
gdzie q(z) = z + ik0w

2
0/2 co

da si¦ wykona¢ (np. przez liniowe podstawienie korzy-
staj¡c z

∫∞
−∞ dt exp(−t2) =

√
π). Uzyskujemy wynik:

~E(~r, t) = <2πÃ0x̂

k0q(z)
exp

(
−ik0

x2 + y2

2q(z)

)
eik0z−iωt (10)

q(z) = z + i
πw2

0

λ
. (11)

Powy»sze wyra»enie na ~E(~r, t) nietrudno zinterpretowa¢:
1/q(z) odpowiada za spadek amplitudy na ±rodku wi¡zki
wraz z jej rozpªywaniem si¦ na boki przy oddalaniu od
przew¦»enia, cz¦±¢ urojona wykªadnika eksponensa b¦-
dzie odpowiada¢ za lokaln¡ faz¦ wi¡zki, natomiast cz¦±¢
rzeczywista wykªadnika <(−ikr2/2q(z)) za pro�l nat¦»e-
nia.

X. RÓWNOWA�NO�� POLA I TORÓW
CZ�STEK

A. Przyosiowe równanie falowe

Podstawiaj¡c do równania falowego (7) rozwi¡zanie
postaci modulowanej przestrzennie fali pªaskiej, czyli pa-
kietu falowego ~E(~r,t) = < ~A(~r,t) exp(i~k ·~r− iωt) i dziel¡c
obustronnie przez eksponens dostaniemy:

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
+2ik

∂ ~A

∂z
+2

iω

c2
∂ ~A

∂t
−k2 ~A+

ω2

c2
~A = 0 (12)

Dwa ostatnie wyrazy skasuj¡ si¦ na mocy warunkuω =
c|k|. Z kolei zakªadaj¡c, »e amplituda pakietu A(~r, t)
jest wolnozmienn¡ funkcj¡ swoich parametrów mo»emy
zaniedba¢ wy»sze pochodne po z oraz t. Dostaniemy:

2ik
∂ ~A

∂z
+ 2

iω

c2
∂ ~A

∂t
= −

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
~A (13)

dla fali monochromatycznej, takiej jak emitowana przez
laser pracy ci¡gªej, amplitudy nie s¡ zale»ne od czasu i
drugi czªon równania znika. Wobec tego mo»emy for-
malnie rozwi¡za¢ równanie uzyskuj¡c prawo transforma-
cji pola od pªaszczyzny pocz¡tkowej z = 0 do dowolnej
innej pªaszczyzny z = L w pustej przestrzeni:

~A(L) = exp

[
iL

2k

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
~A(z = 0) (14)

B. Przej±cie przez soczewk¦

Rol¡ soczewki jest wyrównanie dróg optycznych. P¦k
promieni równolegªych tra�a do jednego punktu w odle-

gªo±ci f od soczewki. Aby tak si¦ staªo, promienie bie-
gn¡ce daleko od ±rodka musz¡ zosta¢ przyspieszone w
stosunku do promieni biegn¡cych przez ±rodek. Odpo-
wiada to wprowadzeniu przesuni¦cia fazowego:

~A′ = exp

[
ik

2f

(
x2 + y2

)]
~A (15)

C. Rozkªad poªo»e« i kierunków

Dla ukªadów optycznych w których transformacja pa-
rametrów promieni (x, v) jest liniowa (czyli stosuje si¦
przybli»enie przyosiowe), prawdziwa jest równowa»no±¢
dwóch sposobów obliczania rozkªadu nat¦»enia ±wiatªa
w dowolnej pªaszczy¹nie z:

1. z pola elektromagnetycznego b¦d¡cego rozwi¡za-
niem równa« Maxwella,

2. z rozkªadu wag promieni W (~r,~v) zwanego funkcj¡
Wignera

Funkcj¦ Wignera mo»na obliczy¢ z amplitudy A(~r, t).
Wypiszemy wzór jednowymiarowy:

W (x, v) =
k0

π

∫ ∞
−∞

dξ A∗(x+ ξ)A(x− ξ)e−2ik0ξv (16)

Nast¦puj¡ce stwierdzenia mo»na sprawdzi¢ w jednym wy-
miarze x (i nast¦pnie uogólni¢ formalizm):

1. Rozkªad nat¦»enia ±wiatªa w pªaszczy¹nie odniesie-
nia z = 0 jest proporcjonalny do |A(x)|2. Taki
sam jest rozkªad g¦sto±ci promieni ρ(x). Ponie-
wa» g¦sto±¢ promieni w danym punkcie x zupeªnie
nie zale»y od ich k¡ta v to ρ(x) =

∫∞
−∞ dvW (x, v).

Rzeczywi±cie wykorzystuj¡c de�nicje dojdziemy do
proporcjonalno±ci. Nale»y wykorzysta¢ to»samo-
±ci
∫
dxδ(x − a)f(x) = f(a) oraz

∫
dx exp(ikx) =

2πδ(k).

2. Niech od pªaszczyzny odniesienia ±wiatªo propa-
guje si¦ przez ukªad optyczny zªo»ony z soczewek
i obszarów pustej przestrzeni. Wówczas amplituda
pola zmienia si¦ zgodnie z prawami (14) oraz (15).
Mo»na sprawdzi¢, krok po kroku, »e funkcja Wi-
gnera obliczona po ewolucji tak si¦ ma do funkcji
Wignera pocz¡tkowej, jakby w funkcji pocz¡tkowej
dokona¢ transformacji wspóªrz¦dnych (x, v) iden-
tycznie jak dla promieni. Sprawdzenie transforma-
cji soczewka jest ªatwiejsze. Sprawdzenie transfor-
macji w pustej przestrzeni dokonujemy przerzuca-
j¡c pochodne przestrzenne z wykorzystaniem caª-
kowania przez cz¦±ci.


